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摘要: 超立方体网络拓扑结构是多处理机系统中常见的一种.随着多处理机系统规模的增大, 系统出现链路与结点

故障的概率也随之增大. 针对超立方体结构的多处理机系统中存在链路故障的情况, 提出了用于最优通路记录的

极大安全链路矩阵 (m ax imum safe ty- link m atr ices, M SLM s)这一概念, 给出了一种建立 M SLM s及其容错路由算法.通

过 n-1轮邻结点的信息交换,用矩阵的形式记录最优通路;与已有的容错路由算法相比, 极大安全链路矩阵解决了

如何用矩阵的形式来记录最多最优通路数的问题.
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  在众多网络拓扑结构中, n维超立方体是最典

型的网络拓扑结构,由于超立方体结构具有正规性、

对称性、可靠性、强容错性、直径短、可嵌入性和网络

通信能力的可扩展性等优点, 使其深受实践者的欢

迎.随着多处理机系统规模的增大,系统出现链路与

结点故障的概率也随之增大. 在针对超立方体结构

的容错路由设计方面,人们做了大量的工作
[ 1~ 6]

. 文

献 [ 7]在文献 [ 6]的基础上改用矩阵来表示各邻结

点的每条链路是否存在链路故障, 提出了最优通路

矩阵 ( opt im al path m atrices, OPM s)的概念及其容错

路由算法, 文献 [ 8 ]在文献 [ 7]的基础上修改了

OPM s的定义, 提出了扩展最优通路矩阵 ( ex tended

opt im al path m atrices, EOPM s)的概念及其容错路由

算法, 文献 [ 9] 在文献 [ 7]、[ 8]的基础上提出了极

大安全通路矩阵 ( m ax im um safety path m atrices,

M SPM s)的概念及其容错路由算法,它们记录的最优

通路信息都比安全向量 ( safety vectors, SV s)、扩展安

全向量 ( ex tended safety vectors, ESV s)要多, 搜索最

优通路的能力都比 SVs、ESV s要强, 它们都是 SV s

的容错路由算法的扩展, 而 M SPM s是 SV s、ESV s、

OPM s以及 EOPM s的最大扩展.

本文针对 n维超立方体结构的多处理机系统中

存在链路故障的情况,将提出了用于记录最优通路

数的 M SLM s及其容错路由算法.给出极大安全链路

矩阵的两个性质并证明, 同时还将证明在 n维超立

方体中,对于任意结点 A, M SLM aA [ i ] [ j ] = 0 ( 1[
i[ n, 1[ j[ n ) (结点 A 和所有与其距离为 i且第 j

位与其第 j位互异的结点之间一定不存在 H amm ing

距离为 i的最优通路. M SLM s是 SV s、ESV s、OPM s、

EOPM s以及 M SPM s的扩展, 用矩阵的形式记录与

源结点的距离为 1~ n的所有最短通路的条数.

1 极大安全链路矩阵

1. 1 预备知识

定义 1(超立方体 )  超立方体是一个由 2
n
个

结点组成的 n维的图, 记做 Q n, 图中每个结点地址

用 0~ 2
n

- 1的二进制数字来表示. 其中结点地址只

有一位数字相异的两个结点有一条边相连. 结点地

址为 b( 1) b (2) ,b( n), b( i ) I { 0, 1}, 1[ i[ n其中

b ( i)表示结点地址的第 i位.

用 b
( i)
表示 b沿 i维的邻结点,是 b的第 i维的

地址.例如, 1101
( 2)

= 1001. 标志Å定义了两个结点

地址相异的维数, 例如: 1001Å 1110 = 0111. 起始结

点 u与目的结点 v的距离用 H amm ing距离H (u, v )

来表示.

定义 2(距离 )
[ 9]  对于 n维超立方体 Q n中的

结点 A (wn - 1 ,,w 1w0 )、B (wcn- 1 ,,w c1wc0 ), 其中

w j, w cj I { 0, 1}, jI [ 0, 1] , 定义 A、B之间的互异位

的个数,即 A、B之间的 H amm ing距离为 A、B之间的

距离;若 A、B 之间的距离为 k, 则称 A、B 具有 k距

离.

定义 3( k距离最优通路 )
[ 9]  对于 n维超立方

体 Qn中的结点 A、B,若它们之间的距离为 k, 且 A、B

之间存在一条距离为 k的通路,则称 A、B之间存在

k距离最优通路, 或简称 A、B之间存在最优通路.

为了方便,把源结点、目的结点和当前结点分别

用 sour、dest、cur表示; 结点 A 的第 i个邻结点用

ne i(A, i)表示; 结点 A 和结点 B 之间的距离用



D ist(A, B )表示.

1. 2 极大安全链路矩阵
定义 4(极大安全链路矩阵 )  对于超立方体

Qn中的结点 A,它的极大安全链路矩阵有 n行 n列,

记为 M SLMA,其中M SLMA [ i] [ j] (1[ i[ n, 1[ j[ n )

占一个位,

M SLMA =

a11 a12 , a1n

a21 a22 , a2n

s s s

an1 an2 , ann

,

其矩阵中的 aij表示结点 A 和所有与其 H amm ing距

离为 i且第 j位与其第 j位互异的结点之间存在的

通路数.

它的值按如下规则计算:

M SLMA [ 1] [ j] =

1 如果 A的 k维方向的链路无故障,

0 如果 A的 k维方向的链路有故障.

当 i\ 2时,记为 M SLMA 的第 i行的值由 A的邻结点

的 MSLMA的第 i- 1行的值计算得出,方法如下:

M SLMA [ k ] = [ ai1, a i2, ,, a in ]

其中 a ij按如下规则赋值 ( 1[ j[ n ):

a ij = E SLA [ i - 1] # SL(A, j) [ i- 1] [ i]

SLA [ i- 1]表示从结点 A到距离为 k- 1的某点的通

路数,

SL(A, j) [ i- 1] [ i] =

1 与结点 A距离为 i - 1的点和与结点 A距离为 i的

 且第 j位与第 j位互异的结点之间链路无故障,

0 与结点 A距离为 i - 1的点和与结点 A距离为 i的且

  第 j位与第 j位互异的结点之间的链路有故障 .

  依据 M SLM s及其链路状态的定义给出建立极

大最优链路矩阵的描述算法如下:

A lgorithm MSLM s( )

Co llect link fault inform at ion to construct M SLM s

[ 1] ;

Send M SLM s[ 1] to non- faulty link;

Receive a ll ne ighborcM SLM s[ 1];

For( i= 2; i[ n; i+ + )

Ca lculateM SLM s[ i] w ith all neighborcM SLM s[ i

- 1] according to defin it ion 4

显然算法 MSLM s赋值算法中的每个结点计算自

身的 M SLM s[ i]时只需要用到自己邻结点的 M SLM s

[ i- 1]的信息, 因此 M SLM s的赋值可以通过 n - 1

轮结点之间的信息交换来完成; M SLM s为 n @ n矩

阵,各元素的取值为 1~ n! 的自然数.

由定义易知,对无故障的 n维超立方体, 任意结

点的极大安全链路矩阵为

1! # C
0
n- 1 1! # C

0
n- 1 1! # C

0
n- 1 , 1! # C

0
n- 1

2! # C
1
n- 1 2! # C

1
n- 1 2! # C

1
n- 1 , 2! # C

1
n- 1

3! # C
2
n- 1 3! # C

2
n- 1 3! # C

2
n- 1 , 3! # C

2
n- 1

s s s s

n! # C
n- 1
n- 1 n! # C

n- 1
n- 1 n! # C

n- 1
n- 1 , n! # C

n- 1
n- 1

.

  图 1表示一个无故障的 Q 4

图 1 一个无故障的 Q4

  根据图 1, 由上面的结论知, 图中结点 0000的

极大安全链路矩阵为

1 1 1 1

2! # C
1

3 2! # C
1

3 2! # C
1

3 2! # C
1

3

3! # C
2
3 3! # C

2
3 3! # C

2
3 3! # C

2
3

4! # C
3
3 4! # C

3
3 4! # C

3
3 4! # C

3
3

,

即

1 1 1 1

6 6 6 6

18 18 18 18

24 24 24 24

.

其中 a32 = 18, 表示与结点 0000距离为 3的且第 2

位与第 2位互异的 3个 1110、1101、0111结点有 18

条最优通路. 同理, a41 = 24, 表示与结点 0000距离

为 4的且第 1位与第 1位互异的结点 1111有 24条

最优通路.

由极大安全链路矩阵的定义得性质 1、2.

性质 1 由极大安全链路矩阵的定义所确定的

每个结点的极大安全链路矩阵是唯一的.

证明  在只存在链路故障的 n维超立方体中,

对于任意结点 A, 它的极大安全链路矩阵包含 n行 n

列,矩阵中的元素为 M SLMA [ i] [ j ] ( 1[ i[ n, 1[ j[
n),它表示结点 A和所有与其距离为 i且第 j位与其

第 j位互异的结点之间存在的最优通路数. 对于给

定的 n维超立方体,边的链接情况也是唯一确定的,

所以每个结点的极大安全链路矩阵是唯一的.

性质 2 n维超立方体中任意结点的极大安全
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链路矩阵的第 n行的元素都相等.即

M SLMA [ n ] [ j ] = [ an1, an 2, ,, ann ] (1 [ j [ n),

其中 an 1 = an2 = , = ann.

  证明  在只存在链路故障的 n维超立方体中,

与任意结点 A的距离为 n的结点只有一个, 记为 B.

结点 B的地址中的每一位都与结点 A 的相对应的

位相异,即结点 B既是与结点 A 距离为 n且第 1位

与第 1位互异的点, 也是与结点 A 距离为 n且第 2

位与第 2位互异的点,,同样也是与结点 A距离为

n且第 n位与第 n位互异的点.

所以, an1 = an2 = , = ann.

定理 1 M SLMA [ i ] [ j ] = 0(1[ i[ n, 1[ j [ n )

Z结点 A和所有与其距离为 i且第 j位与其第 j位

互异的结点之间一定不存在距离为 i的最优通路.

证明  必要性:由定义显然成立.

充分性:由定义知,若 M SLMA [ i] [ j] = 0( 1[ i[
n, 1[ j [ n ), 即 aij = E SLA [ i- 1] # SL(A , j) [ i - 1]

[ i] = 0( 1[ i[ n ),则对任意的 1[ i[ n, 都有 SLA [ i

- 1] ( SL(A, j ) [ i- 1] [ i ] = 0, 等价于 SLA [ i- 1] = 0

或 SL(A , j) [ i- 1] [ i] = 0.其中 SLA [ i- 1] = 0表示从

结点 A到与其距离为 i- 1的某点的长度为 H am-

m ing距离的通路数为 0, SL( A, j ) [ i- 1] [ i ] = 0表示

与结点 A距离为 i- 1的结点和与结点 A 距离为 i

的且第 j位与第 j位互异的结点之间的链路有

故障.

  总之,与结点 A距离为 i且第 j位与第 j位互异

的结点不存在最优通路, 即 M SLMA [ i] [ j] = 0( 1[
i[ n, 1[ j[ n ).

定理 2 M SLMA [ i] [ j] = m ( 1[ i[ n, 1[ j[ n )

Û 结点 A和所有与其距离为 i且第 j位与其第 j位

互异的结点之间一定存在 m 条 H amm ing距离为 i

的通路.

限于篇幅,证明从略.

1. 3 SV s、ESV s、OPM s、EOPM s、M SPM s与M SLM s数

据对比示例

  图 2表示含有 5条链接故障的 Q 4, 表 1列出了

图 2所示的一个有故障的 4维超立方体中结点

1000、0110、1110、1100、0000的 SV s、ESV s、OPM s、

EOPM s、M SPM s、MSLM s对比数据.

图 2 含有 5条链接故障的 Q4

表 1 图 2部分结点的 SVs、ESV s、OPM s、EOPM s、M SPM s和 M SLM s数据

矩阵或向量 Node 1000 Node 0110 Node 1110 Node 1100 Node 0000

SVs ( 0001) ( 0001) ( 0001) ( 1001) ( 0001)

ESVs ( 0001) ( 0001) ( 0101) ( 1011) ( 0011)

OPM s

0 1 0 1

0 0 0 0

0 0 0 1

1 1 1 1

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

1 1 1 1

0 1 1 1

1 0 0 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

0 1 0 1

1 1 1 1

1 1 1 1

0 1 1 1

1 0 0 1

1 1 1 1

1 1 1 1

EOPM s

0 1 0 1

0 1 0 1

0 0 0 1

1 1 1 1

0 0 0 1

0 0 0 1

0 0 0 0

1 1 1 1

0 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

0 1 0 1

1 1 1 1

1 1 1 1

0 1 1 1

1 0 0 1

1 1 1 1

1 1 1 1

M SPM s

0 1 0 1

0 1 0 1

0 0 0 1

1 1 1 1

0 0 0 1

0 0 0 1

0 0 0 1

1 1 1 1

0 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

0 1 0 1

1 1 1 1

1 1 1 1

0 1 1 1

1 0 0 1

1 1 1 1

1 1 1 1

M SLM s

0 1 0 1

2 4 2 4

6 8 6 10

11 11 11 11

0 0 0 1

1 1 1 3

4 4 4 6

6 6 6 6

0 1 1 1

3 4 4 5

10 10 10 12

14 14 14 14

1 1 1 1

3 4 3 6

11 12 11 14

16 16 16 16

0 1 1 1

3 3 3 5

10 10 10 12

14 14 14 14
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  由表 1结果可以看出, 结点 1000、0110、1110、

1100、0000的 OPM s、EOPM s、M SPM s、M SLM s的第一

行的值是完全相同的, 这是因为它们的定义所定义

的矩阵的初始值相同.

在结点 1000处, 按照 OPM1000 [ 3 ] [ 1 ] = 0,

EOPM 1000 [ 3] [ 1] = 0, M SPM1000 [ 3] [ 1] = 0的定义,

它们未能反映结点 1000和与其 H amm ing距离为 3

且第 1位与第 1位互异的结点 0110、0101、0011之

间最优通路的存在, 而根据 M SLM 1000 [ 3] [ 1] = 6

的定义,它反映了结点 1000与 0110、0101、0011之

间最优通路的存在. 实际上, 结点 1000与 0101、

0011之间存在 6条 H amm ing距离为 3的通路.

从表 1中还可以看出, 按照 OPM1000 [ 4 ] =

( 1111), EOPM 1000 [ 4 ] = ( 1111 ), MSPM 1000 [ 4 ] =

( 1111)的定义, 结点 0110与其 H amm ing距离为 4

的结点 1001之间一定存在最优通路, 而 M SLM1000

[ 4] = ( 6666)不仅说明结点 0110与其 H amm ing距

离为 4的结点 1001之间一定存在最优通路,而且有

6条 H amm ing距离为 4的通路.

2 路由算法与性能分析

下面给出寻找最优路径的极大安全链路矩阵路

由算法:

1) 确定源结点与目的结点, dist= | sourÅ dest|=

k,建立源结点的极大安全链路矩阵.

2) 若源结点与目的结点之间的 H amm ing距离

为 k的通路数不为 0,则:

( i)此 k距离通路即是最优通路, 则消息沿此最

优通路传递 (长度为 k );

( ii)此 k距离通路不是最优通路,则消息沿次

最优通路传递 (长度为 k+ 2) .

3) 若源结点与目的结点之间的 H amm ing距离

为 k的通路数为 0, 则不存在 H amm ing距离为 k的

最优通路.

满足上述条件的极大安全链路矩阵 (M SLM s)

路由算法如下:

A lgorithm M SLM ( )

  { if( cur= = dest) send m essage to node and

return (R );

   fo r( i= 0; i< n; i+ + )

    { if th is link is the optim al path{

    send them essage w ith th is link;

    return ( R ); } }

   fo r( i= 0; i< n; i+ + )

    { if th is link is no t the opt im al path{

     send the m essage w ith its spare link;

      return ( R ); } }

   return ( N) ; }

下面比较一下在图 2中 ESV s、OPM s、EOPM s、

M SPM s和 M SLM s路由算法的最优通路数和系统中

实际存在的最优通路数,见表 2( Optim al paths ex is-

ted actually(实际最优路径 ), OPEA; Opt im al paths

recorded by(记录的最优路径 ) , OPRB) .

表 2 图 2部分结点的 ESVs、OPM s、EOPM s、M SPM s和 M SLM s算法中记录信息的比较数据

节点

距离为 2的最优通路数 距离为 3的最优通路数

OPEA
OPRB

ESVs

OPRB

OPM s

OPRB

EOPM s

OPRB

M SPM s

OPRB

M SLM s
OPEA

OPRB

ESV s

OPRB

OPM s

OPRB

EOPM s

OPRB

M SPM s

OPRB

M SLM s

Node 1000 5 0 0 5 5 5 3 0 3 3 3 3

Node 0110 3 0 0 3 3 3 3 0 0 0 3 3

Node 1110 6 6 5 6 6 6 4 0 4 4 4 4

Node 1100 5 0 5 5 5 5 4 4 4 4 4 4

Node 0000 5 0 5 5 5 5 4 4 4 4 4 4

Node 0010 5 0 5 5 5 5 4 0 4 4 4 4

Node 0100 6 6 5 6 6 6 4 0 4 4 4 4

总计 35 12 25 35 35 35 26 8 23 23 26 26

  从表 2的 7个结点中可以看出, 距离为 2的最

优通路数, ESV s、OPM s、EOPM s、M SPM s、M SLM s记

录条数分别占实际存在数的 34%、71%、100%、

100%、100%; 对距离为 3的最优通路数, ESVs、

OPM s、EOPM s、M SPM s、M SLM s记录条数分别占实际

存在数的 30%、88%、88%、100%、100% , 说明

M SLM s算法具有较好的记录最优通路的性能.

3 结论

本文研究了 n维超立方体拓扑结构中存在链路

故障情况下的容错路由问题, 提出了极大安全链路

矩阵 (M SLM s)的概念,给出了基于极大安全链路矩
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阵的两个性质和两个定理并给出了证明, 还给出了

建立 M SLM s及其容错路由算法. 与已有的 OPM s、

EOPM s、M SPM s算法相比, 该算法可以最大限度地

记录超立方体中实际存在的最优通路数, 而且在系

统中存在的链路故障越多的情况下, 用于记录信息

的极大安全链路矩阵就越简单, 从而实现源结点与

目的结点之间的高效信息传递.
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Fault- tolerantRouting Based onM aximum Safety- linkM atrices in Hypercube
Yuan Zhao-guo, Guo D a-chang

( F acu lty of App liedM a them atics, Guangdong Un ive rsity o f Techno logy, Guangzhou 510006, Ch ina)

Abstract: H ypercube topology of network is a comm on m u lt-i com puters network. W ith the increasing size of am u lt-i

com puters netwo rk, fau lt possibility o f nodes and the ir links increases. A novel fau l-t to lerant routing a lgorithm in hy-

percubem u lt-i com puters system is proposed, in wh ich each node uses am ax im um safe ty- link m atrices (MSLM s) to

record the paths to other nodes. The w ay to construct theM SLM s and theMSLM s fau l-t to lerant routing a lgorithm is

g iven. It reco rds m ost of the optim al paths by n-1 rounds o f inform ation exchanges betw een neighboring nodes. It is

proved thatM SLM s recordsm ost of the optim a lpaths com pared w ith the optim a lpath m atrices ( OPM s), the ex tend-

ed opt im al path m atrices ( EOPM s) and them ax im um safety-path m atrices (M SPM s), so the prob lem, how to record

them ost o f optim a lpaths in then dim ensional hypercubem ult-i com puters system by using m atrices, is solved f ina-l

ly.

Key words: fau l-t tolerant routing; hypercube; safety link vectors; m ax imum safety- link m atrices; mu lt-i com puters

system
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